
MATEMÁTICAS – 2º BACHILLERATO
PRODUCTO VECTORIAL Y MIXTO. ESFERA

Producto vectorial de dos vectores Aplicaciones del producto vectorial de dos vectores

Producto mixto de vectores Aplicaciones del producto mixto

Cálculos con la esfera

𝑢 𝑥 𝑣⃗ = 𝑢 · 𝑣⃗ · 𝑠𝑒𝑛(𝑢𝑣⃗෢ )

Propiedades:

𝑢 𝑥 𝑣⃗ = −𝑣⃗ 𝑥 𝑢

𝑢 𝑥 𝑣⃗ = 0 𝑠𝑖           𝑢 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑜 𝑎 𝑣⃗  ≡ 𝑢 = 𝑡 · 𝑣⃗

𝑢 𝑥 𝑘 · 𝑣⃗ = 𝑘 · 𝑢 𝑥 𝑣⃗ = 𝑘 · (𝑢 𝑥 𝑣⃗)

𝑢 𝑥 𝑣⃗ + 𝑤 = 𝑢 𝑥 𝑣⃗ + 𝑢 𝑥 𝑤

𝑢 = (𝑎, 𝑏, 𝑐) = 𝑎𝚤 + 𝑏𝚥 + 𝑐𝑘

𝑣⃗ = (𝐴, 𝐵, 𝐷) = 𝐴𝚤 + 𝐵𝚥 + 𝐶𝑘
𝑢 𝑥 𝑣⃗ =

𝚤 𝚥 𝑘
𝑎 𝑏 𝑐
𝐴 𝐵 𝐶

𝑢 

𝑣⃗ 

𝑢 𝑥 𝑣⃗

𝑣⃗ 𝑥 𝑢 

𝑢 
𝑣⃗ 

𝑢 𝑥 𝑣⃗ ≡ Á𝑟𝑒𝑎 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑎𝑙𝑎𝑝í𝑝𝑒𝑑𝑜

Vector director de una recta

𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑠: ቊ
𝜋ଵ ≡ 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 = 𝐷 

𝜋ଶ ≡ 𝐴′𝑥 + 𝐵′𝑦 + 𝐶′𝑧 = 𝐷′ 

𝜋ଵ

𝜋ଶ

𝑛ଵ = 𝐴, 𝐵, 𝐶 

𝑛ଶ = 𝐴′, 𝐵′, 𝐶′ 

V𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑠:  = 𝑢 𝑥 𝑣⃗ =
𝚤 𝚥 𝑘
𝐴 𝐵 𝐶
𝐴′ 𝐵′ 𝐶′

𝑢 
𝑣⃗ 

Á𝑟𝑒𝑎௣௔௥௔௟௘௟௘௣í௣௘ௗ௢ ≡  𝑢 𝑥 𝑣⃗

Área de una paralelogramo

Área de un triángulo

𝑢 

𝑣⃗ 

Á𝑟𝑒𝑎௧௥௜á௡௚௨௟௢ ≡  
1

2
𝑢 𝑥 𝑣⃗

Distancia de un punto
a una recta

𝑥 − 𝑥଴

𝑣ଵ
=

𝑦 − 𝑦଴

𝑣ଶ
=

𝑧 − 𝑧଴

𝑣ଷ

𝑣⃗௦

𝑠𝑑(𝑃, 𝑠)

𝑑 𝑃, 𝑠 =
𝑣⃗௦ 𝑥 𝑃𝑃଴

𝑣⃗௦

P

𝑃଴

Producto mixto ≡  𝑤, 𝑢, 𝑣⃗ = 𝑤 · (𝑢 𝑥 𝑣⃗)

Propiedades:

𝑤, 𝑢, 𝑣 = 𝑣⃗, 𝑤, 𝑢 = 𝑢, 𝑣, 𝑤

𝑢 = (𝑎, 𝑏, 𝑐) = 𝑎𝚤 + 𝑏𝚥 + 𝑐𝑘

𝑣⃗ = (𝐴, 𝐵, 𝐷) = 𝐴𝚤 + 𝐵𝚥 + 𝐶𝑘

𝑤, 𝑢, 𝑣⃗ =
𝛼 𝛽 𝛿
𝑎 𝑏 𝑐
𝐴 𝐵 𝐶

𝑤 = (𝛼, 𝛽, 𝛿) = 𝛼𝚤 + 𝛽𝚥 + 𝛿𝑘

𝑤 
𝑢 

𝑣⃗ 

𝑤, 𝑢, 𝑣⃗ ≡ 𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑎𝑙𝑎𝑝í𝑝𝑒𝑑𝑜

𝑤, 𝑢, 𝑣⃗ = − 𝑤, 𝑣⃗, 𝑢 = − 𝑢, 𝑤, 𝑣 = − 𝑣⃗, 𝑢, 𝑤

𝑤, 𝑢 + 𝑞⃗, 𝑣 = 𝑤, 𝑢, 𝑣⃗ + 𝑤, 𝑞⃗, 𝑣⃗

𝑡 · 𝑤, 𝑢, 𝑣⃗ = 𝑤, 𝑡 · 𝑢, 𝑣⃗ = 𝑤, 𝑢, 𝑡 · 𝑣 = 𝑡 · 𝑤, 𝑢, 𝑣

𝑤, 𝑢, 𝑣⃗ = 0 𝑠𝑖 𝑤, 𝑢 𝑦 𝑣 𝑠𝑜𝑛 𝑳𝑰𝑵𝑬𝑨𝑳𝑴𝑬𝑵𝑻𝑬 𝑫𝑬𝑷𝑬𝑵𝑫𝑰𝑬𝑵𝑻𝑬𝑺

1

6
𝑤, 𝑢, 𝑣⃗ ≡ 𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛 𝑑𝑒𝑙 𝑡𝑒𝑡𝑟𝑎𝑒𝑑𝑟𝑜

𝑤 

𝑢 

𝑣⃗ 

Distancia de dos rectas que se cruzan

𝑟

𝑠

𝑣⃗௥

𝑣⃗௦

𝑄

𝑃

𝑑 𝑟, 𝑠 =
[𝑣⃗௥, 𝑣⃗௦, 𝑃𝑄

𝑣⃗௥ 𝑥 𝑣⃗௦

𝑤, 𝑢, 𝑣⃗ ≠ 0 𝑠𝑖 𝑤, 𝑢 𝑦 𝑣 𝑠𝑜𝑛 𝑳𝑰𝑵𝑬𝑨𝑳𝑴𝑬𝑵𝑻𝑬 𝑰𝑵𝑫𝑬𝑷𝑬𝑵𝑫𝑰𝑬𝑵𝑻𝑬𝑺 𝒀 𝑵𝑶 𝑪𝑶𝑷𝑳𝑨𝑵𝑨𝑹𝑰𝑨𝑺

Esfera

𝐶 (𝑎, 𝑏, 𝑐)

𝑟

𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)

(𝑥 − 𝑎)ଶ+(𝑦 − 𝑏)ଶ+(𝑧 − 𝑐)ଶ= 𝑟ଶ

Plano tangente a la esfera en 𝑃଴(𝑥଴, 𝑦଴, 𝑧଴)

1- Contiene el punto 𝑃଴(𝑥଴, 𝑦଴, 𝑧଴)

2- Su vector normal es 𝐶𝑃଴

Plano secante a la esfera

𝐶𝑄
ଶ

= 𝐶𝑀
ଶ
+ 𝑀𝑄

ଶ

𝑀𝑄
ଶ

= 𝐶𝑄
ଶ

− 𝐶𝑀
ଶ

= 𝑟ଶ − 𝑑ଶIntersección de una recta en 
una esfera

(𝑥 − 𝑎)ଶ+(𝑦 − 𝑏)ଶ+(𝑧 − 𝑐)ଶ= 𝑟ଶ

Usar ecuaciones de esfera y 
paramétricas de la recta

𝑥 = 𝑥଴ + 𝑡 · 𝑣ଵ

𝑦 = 𝑦 + 𝑡 · 𝑣ଶ

𝑧 = 𝑧଴ + 𝑡 · 𝑣ଷ

Hallar los puntos de corte

𝑃଴(𝑥଴, 𝑦଴, 𝑧଴)

𝐶 (𝑎, 𝑏, 𝑐)

𝑄𝑀
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